
由 Kepier 三定律推导牛顿第二定律万有引力 (极坐标下 )

牛顿《 自然哲学的数学原理》 中的逻辑
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极坐标系下的代数形式的万有引力定律
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约化的网体问题 →将两体问题转化为两个单问题体
解ri .Σ⇒ 解 x= M , ri+MVi和 r = r -吃再求解5 .rzM 1+Hz

(1)质心的运动 质心的位失 x ≡ m,r +M<r Ʃ(M,+Mz) x =M ,ritMrM, + Mz

上力 .
i (m,+mz

)dtr =δ① 两体问题( 质心的静止或均速运动

②3位移向量Diaplacement(的运动质点工相对质点 1的位 r = 5-

由原始运动方程 l -

( ez : 由已指向 1 的单位失量 ,即σ
或
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即 mit—以飛=⑤的质量的Gi
= m,d = m。 r =②

两体问题的DiapJacement的运动等价约化质量 µ在两体相互作用力下的运动
GEM,tuM]另一理解 m= _ _mrestparticle 绕 mitm2运动

rr -11

在讨论行星轨道时 M,≥M2,行星的相对位置向量的运动

等价受到固定的恒星位置质量为mi+m.≈ m的质点引力作用下的运动

由 ① ,②解出 x和 t的运动 ,

代入馆淺 ! m州一
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极坐标 :

ieo
一

7∝
dr= pdbeot dfer

>γ[β,⑥]

a 鼠,品鼠 %—→
:

t=t = dfateitp lo8

筑 Vo

约化二体问题的 KeplerOrbit 用约化的「 极坐标系下; γ (β, θ )随t的演化

整合教材2 .1 . 4&2,1 . 6

↓ 少由Newton 'sLaw推导机械能 、角动量守恒

极坐标系下的牛=和万有引力定律

h m [-λ混}
] =-GM① M = m .+ m。 (两体的质量之和 )

m [22+ o 器] = 0 ②
① 角动量守恒

δ≡ dt Ʃ 三xmi TxOr ≡o txeo = 1 -Ok

t = d (rxmi) = mdtlrx (Urertvoeo) 7 =mdt (Vo) er = mdt (β'dt) enodt

其中 ( β 'd) = 20 d 器+0 = d混r
式② 0 n dt =δ

②机械能守恒
将 L代入式①进行化简 L = mp
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代入 E(p)= -mm, ddtr =dat =ddpat = idap
得 mid 器一最 =p 对 β积分得mfdj 2_m

↑adp= -fd怎
即 zmj+箭p +正一任意常数E0

= 0

机械能 E =±mv
2
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= ±m (ft)' +± m ( 0) "- Gmm
= E
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②) 由机械能角动量守陣恒推导Kepler三定律
①能量守恒推 Ist 即PCO )的表达式轨道再将Is

“

推广至KeplerOrbie ,

用

E =±mj+箭-
G哭消去时间凑出轨道表达式
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令 P = EGMm ^ , ε= 1 +GMmE 写作 o
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即 β= 1+εCs (θ- θ0 )

Ie常数任意θ与极轴的选取有关方便讨论取Q 0= 0 β=taso
20 又考虑 ε>0的情况 ε

co可将负号以相位形式并入θ WE =1 +GME

式③ 是圆锥曲线的表达式 p = at = a = 1+ms 为离心率
IsE提出时是以闭合{bound了轨道的观测为基础的[ 观测到重复才能得到

科学规律 )
即 EcOO≤EC) 行星的轨道为有椭圆而引力力心即恒星的位置在

其中一个焦点上
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3 Kepler Orbit : Bound or Unbound

IPE<O O≤E< 1 1EK < 1 Epl 椭圆

20 E = O ε=| | Ea |=| Ep | 抛物线

30 E > 0 E > / | |E |> 1 Ep ) 双曲线
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Hid 's Problem

① 守恒量JacobiisConstant
一

明 , 恒星M 2于星明 3
:Masslsstestparticle ,

M, >2 M1 >啊
I 与 2 、 3距离很远

= nZ 7 列
mit明如

,

3的能量动量不一定守恒, 但 G守恒- mitnc
^ 五 (xyE)

吖
:
:x 并假没 co- rotating (共旋转了1 . 2的质心了

G = xy^+) [
/ □ rri |
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离心势能 到力势能 动能
,

☆ 推论 : Zero - velocity serface

给定CJ =σ令 V=☆+
y

" +Z" =
0

, 满足×y +/1 r- r 1+ 1
r

- ri_
2Gm, 2Gb

_ C= O三百的点构成的面

∵ U
2
≥0 i该曲面上势能是给定CG的极小值质点粒子无法越过该面

增大 C 可以辅助判断拉格朗日点的位置随 Cs的增大收敛至 L4、L5

拉格朗日 ,点的计算 [ JWST Lz )
,

推导即共轨旋转下的受力平衡

偏离各个拉格朗日点后 ?
以 Lz为例 :

羽 ☆

的
+ r== “( R+ r )M

M 1 Mz

微扰 v→ rtor LHS < RHS

在此瞬间, 在比 stpartical参考系下受到离心力 ;更远离 L2
.
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